Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



I f 



Z(e>0 



TJeber 

die Principien der neueren Hydrodynamik. 



Mathematica 



J 



F 



•»..»fxptiH^ 



ÜBEE 



DIE PRINCIPIEN DER NEUEREN 

HYDRODYNAMIK 



D"- KICHABirKEIFF 

Bepetcnt un mithematlectaen SemlntiT der UnlTSiiltit Tübingen. 



FEEIBDRQ I. B. UND TÜBINGEN 1882 
AKADEMISCHE TEKLAGSBrCHHANDMNG VON J. C. B. MOHR 

(FAUL SIEBEOE) 



Wlattieiiiaiics 

qa 



Druck von Gebrüder Kroner in Stuttgart. 



I 



/U-/Ii^ 



Inhalt- 



V 



Seite 

Emleitung 7 



^ §. 1. Die allgemeinen Gleichungen der relativen Bewegung . . 13 

J^ 8. 2. Die Dilatation 21 

^ §. 3. Die Rotation 25 

§. 4. üeber die Combination rein rotatorischer Bewegung mit 

Potentialbewegung 34 



419451 



Die Hydrodynamik hatte seit Euler ihre Aufgabe 
'wesentlich dahin gestellt, die Integrale der hydrodynamischen 
Differentialgleichungen; welche von Euler und Lagrange 
aufgestellt waren, bei gegebenen Grenzbedingungen und 
gegebenen Kräften zu bestimmen, ohne Rücksicht auf die 
relative Bewegung eines Flüssigkeitstheilchens gegen seine 
Nachbarn. 

Die Untersuchung der Molecularwirkung in einer Flüs- 
sigkeit veranlasste Na vier ^) und Poisson*), die Verände- 
rung der Entfernung zweier unendlich benachbarter Puncte in 
Betracht zu ziehen und Poisson leitete aus dieser „linearen 
Dilatation* die Dilatation des Volumelements ab *). Eine 
genauere Untersuchung der relativen Bewegung eines ste- 
tigen Systemes hat Cauchy ausgeführt *). Er fasste zwei 
benachbarte Puncte ins Auge und untersuchte die Verände- 

Memoire aar les lois du mouvement des fluides. M^m. de 
rinstit. tom. VI. 1823. pag. 389. 

•) Memoire sur les ^quations generales de T^quilibre et du 
mouvement des corps solides ^lastiques et des fluides. Journal de 
r^col. pol. Cah. 20. 1831. 

•) Poisson. 1. c. pag. 35 flf. 

^) Memoire sur les dilatations, les condensations et les rotations 
produites par un changement de forme dans un Systeme de points 
mat^riels. Exercices d'analyse et de physique math^matique. tome II. 
pag. 302. 1841. 
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rang ihrer Entfernung und der Richtung ihrer Verbindungs- 
linie^ dabei kam er für die lineare Dilatation zu demselben 
Resultate wie Poisson und Na vi er*); und hieraus ergaben 
sich dann die Schlüsse über die Dilatation des Volum- 
elements und die Existenz dreier Hauptdilatationsachsen. 
Bei der Bestimmung der Richtungsänderung des Linien- 
elementes nennt er den unendlich kleinen Winkel zwischen 
zwei aufeinander folgenden Lagen desselben seine Rotation. 
Die Ausdrücke, die er dafür aufstellt, sind jedoch zu «om- 
plicirt, da er die Tangens dieses unendlich kleinen Winkels 
berechnet. Doch kommt er zu einfachen Ausdrücken für 
die mittlere Rotation der in einer Ebene parallel zu einer 
der Coordinatenebenen durch einen Punct gehenden Linien- 
elemente, welche er folgendermassen definirt; es sei (p die 
Rotation eines solchen Linienelementes, der Winkel, den 
dasselbe mit einer der Coordinatenachsen macht, so ist die 

mittlere Rotation = tt- / 9 d 0. Indem er nun diesen Aus- 

2tcJ ^ 
o 

druck für die Ebenen parallel zur yz, resp. zx, xj ebene 
berechnet, erhält er folgende mittlere Rotationen: 



1 /9w 9v\ 



1/9^ Öw\ 

l/9v 9u\ 

ferner zeigt er, dass die mittlere Rotation in anderen als 
den Coordinatenebenen sich aus diesen Rotationen nach dem 
Parallelogramm der Kräfte zusammensetzt. 



^) Mit geänderter Bezeichnungsweise stimmt seine Formel mit 
der unten pag. 15^ 6) aufgestellten Gleichung überein. 
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Cauchy hat zwar in dieser Abhandlung die Dilatation 
erledigt und zum ersten Male auch die Rotation behandelt^ 
aber da er ohne Rücksicht auf die Anwendung verfuhr, so 
blieb ihm die Bedeutung dieser Componenten der relativen 
Bewegung verborgen. 

Zum ersten Male finden sowohl Dilatation als Rotation 
für die Probleme der Hydrodynamik ihre Würdigung bei 
Stokes ^). Er zeigte, dass durch Hinzufiigung von Winkel- 
geschwindigkeiten die Geschwindigkeit in der Nähe einies 
Punctes zu einer solchen gemacht werden kann, welche ein 
Geschwindigkeitspotential besitzt: seien u, v, w die Ge- 
schwindigkeiten in einem Puncto x, y, z, so sind die Ge- 
schwindigkeiten in einem benachbarten Puncto x-(-x', y-|-y', 
z-(-z' um folgende Grössen von u, v, w verschieden: 

9u . , 9u . , 8u . 
— X H V H z 

dx ^9y^ ~9z 

t: — X + - — y H- - — z 
9x ' 9y^ ' 9z 

^ x' -I- — v' -4- — 2' 
I / y 9x ' 9y^ ~^9z 7* /V «. 

Fügt man diesen relativen Geschwindigkeiten -magere " 
9^-^' hin^u, welche von folgenden Rotationsgeschwindigkeiten 
ö)', ö>", ö>'" herrühren 

,_ 1 /9w 8v\ ,, _ 1 /9u 9w\ 
^~2V9y Ö^/' ^ """2V9^ 9x/ 



2 Vöx 9y/ 



yyy 

80 erhalten die relativen Geschwindigkeiten die Werthe: 



•) On the theories of the internal friction of fluid s in motion, 
and of the equilibrium and motion of elastic solids. Transactions of 
the Cambridge phil. soc. Vol. Vni. pag. 287. 1845. Mathematical 
and physical papers. Vol. I. pag. 75. 
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TT 9« / , 1 /9u I 9v\ , , 1 /du . dw\ , 

V— 1 /9v 8u\ , , 8v 1 /-dT . 8w\ , 

^ = -2(8-x + 8yh+87J'+T(8^+8y> 
1 /-8w 8u\ 1 /8w 8v\ , , 8w , 

Daraus folgt dann; dass Udx' -(- Vdy' -|- Wdz' ein voll- 
ständiges Differential ist, wenn nemlich Quadrate und Pro- 
ducte von x', y', z' vernachlässigt werden ^). Die Winkel- 
geschwindigkeiten ö>', ö>", ö>'" nennt Stokes die Winkel- 
geschwindigkeiten der Flüssigkeit®) und fügt bei: 
^dies ist oflFenbar eine erlaubte Definition; da in dem spe- 
ziellen Falle, dass die Flüssigkeit sich wie ein starrer Körper 
bewegt, diese Grössen sich mit den wirklichen Winkel- 
geschwindigkeiten decken.* 

Ferner zeigt Stokes, dass bei den obigen Geschwindig- 
keiten U, V, W die Hauptdilatationsachsen keinerlei Drehung 
erleiden. Im Verlauf seiner Untersuchung führt er auch 
noch einen Beweis dafür, dass wenn ein unendlich kleines 
Flüssigkeitselement, dessen drei Hauptmomente in Bezug 
auf seinen Schwerpunct einander gleich sind, plötzlich er- 
starrt und sich von der übrigen Flüssigkeit loslöst, seine 
weitere Bewegung entweder reine Translation oder com- 
binirt aus Translation und Rotation sein wird, je nachdem 
udx-}-vdy-f-wdz ein vollständiges Differential ist oder 
nicht, und dass im letzteren Falle die Winkelgeschwindig- 
keiten dieselben sind wie oben. 

Sein Beweis hiefür geht von der willkürlichen Voraus- 
setzung aus, dass dies plötzliche Erstarren durch innere 
Kräfte hervorgerufen werde und es muss daher der Ver- 

1. c. pag. 83. 
®) 1. c. pag. 112. 
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such von Stokes, die Definition der Rotationsgeschwindig- 
keiten einer Flüssigkeit durch diesen Satz weiter zu be- 
gründeU; als misslungen angesehen werden. Dagegen sind 
seine oben erwähnten Resultate von grosser Bedeutung, da 
durch dieselben der Unterschied zwischen allgemeiner Flüs- 
sigkeitsbewegung und Potentialbewegung klargelegt wurde. 
Zu demselben Resultate kam Hr. Helmholtz in seiner 
Abhandlung : ^Ueber Integrale der hydrodynamischen Glei- 
chungen , welche den Wirbelbewegungen entsprechen* *), 
aber auf entgegengesetztem Wege; indem er von der Po- 
tentialbewegung ausging, zeigte er, dass in diesem Falle die 
Hauptdilatationsachsen keine Drehung erleiden, dass aber, 
wenn zu der Potentialbewegung in der Nähe eines Punctes 
noch Rotationen treten, welche gleich den negativen Wer- 
then von co', w", co'" (bei S tokos) sind, die allgemeinste 
Flüssigkeitsbewegung erhalten wird, dass also im ersten 
Falle die relative Bewegung nur Dilatation nach 3 Haupt- 
achsen ist, im zweiten Falle Dilatation und Rotation ; weiter 
zeigt er, dass im ersten Fall die Bewegung einer incom- 
pressiblen, nicht viscosen Flüssigkeit und somit auch ihre 
relative Bewegung bestimmt ist durch die Grenzbedingungen, 
während neben den Grenzbedingungen im zweiten Falle 
die Rotationen in Betracht zu ziehen sind. 

Diese Resultate von S tokos und Helmholtz scheinen 
im Widerspruch zu stehen mit den Resultaten von Cauchy, 
der die obigen Winkelgeschwindigkeiten als ^rotations 
moyennes" auffasst und dieser scheinbare Widerspruch veran- 
lasste Bertrand^®), gegen die Helmholtzische Entwicklung 
aufzutreten. Er fand nemlich, dass es im Allgemeinen in 
einem Flüssigkeitstheilchen drei schief zu einander stehende 

») Grelle. Bd. 55. 
*®) Comptes rendus. 1868. I. pag. 1229. 
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Linienelemente gibt, welche nach unendlich kleiner Zeit 
sich noch parallel sind; und dies schien ihm im Wider- 
spruch mit der oben definirten Rotation zu stehen. Er 
scheint indessen tibersehen zu haben, dass durch die räum- 
liche Dilatation nach drei auf einander senkrechten Achsen 
schon Rotationen der Radienvectoren hervorgerufen werden, 
welche durch die nachfolgende Rotation wieder aufgehoben 
werden können. Daraus folgt nun allerdings, dass die 
obige Rotation nicht wie die Rotation eines festen 
Körpers angesehen werden darf, so dass eine genauere 
Untersuchung der relativen Fliissigkeitsbewegung den vor- 
stehend angedeuteten Theorien zur nützlichen Ergänzung 
gereichen dürfte. 

Ich werde daher im Folgenden ausgehend von den 
Längen- und Richtungsveränderungen eines unendlich kleinen 
Linienelementes die Veränderungen des Volumelementes 
des näheren untersuchen ; dabei also den umgekehrten Weg 
einschlagen wie Beltrami ^^), der von der Veränderung des 
Volumtheilchens aus Schlüsse auf die Veränderung des 
Linienelementes zieht. 
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) Mem. di Bologna. Serie III. Tome I. 1871. 



§ 1. Die aUgemeiiieii Gleichimgeii der relativen 

Bewegung. 

Ich denke mir die Flüssigkeit als ein stetiges System 
von Puncten, deren Geschwindigkeiten in der Nähe eines 
gegebenen Punctes x, y, z aus den Geschwindigkeiten dieses 
letzteren Punctes vermittelst des Taylor'schen Lehrsatzes 
sich herstellen lassen. Sind u, v, w die Geschwindigkeiten 
im Puncte x, y, z, so sind demnach im Puncte x -j- 8 x, 
y -j- 8 y, z -f- 8 z, der dem ersten unendlich benachbart ist, 

u (x-f 6x, y + 6y, z + 6z) = u + ^8x+^ 6y 

+ X — 8 z 

'9z 

V (x+8x, y + 8y, z + 8z) = v+ ^ 8x + ^ 8 y 

^ 9v 

+ - — 8z 
' 8 z 

w (x+8x, y + 8y, z + 8z) = w+ — 8x + — 8y 

8 w 

4- -7: — 8 z 
' 8z 

Darnach ist die Differenz der Geschwindigkeiten in beiden 
Puncten bestimmt durch: 



14 



II) Sv = ^-^8x+^8y + ^8z 

8x ' 9y -^ ' 8z 

ö w = - — X + - y + - — z 
8x ' 9y -^ ' 9z 

Dies sind die Gleichungen, welche die relative Be- 
wegung des Punctes x-f-8x, y-f-8y, z-]-8z gegen den 
Punct x, y, z bestimmen. 

Um nun die Bewegung der Flüssigkeit rings um den 
Punct x, y, z betrachten zu können, denke ich mir den 
Punct von einer unendlich kleinen geschlossenen Fläche t 
umgeben, und von x, y, z aus Eadienvectoren nach den 
Puncten x-{-8x, y-f-8y, z-|-8z der Fläche t gezogen 
und bestimme darnach die Veränderungen, welche diese 
Eadienvectoren erleiden. Diese Veränderungen bestehen in 
einer Translation, einer Dehnung oder Zusammenziehung 
und einer Drehung. Die Translation hat auf die relative 
Bewegung keinen Einfluss, wir lassen sie daher ausserhalb 
unserer Betrachtungen, und wenden uns zuerst zur Bestim- 
mung der Dehnung oder Zusammenziehung des Radius vectors. 



1) Die Dilatation. 

Unsere Aufgabe ist es, die Längenveränderung des 
Radiusvectors in der Zeit dt zu bestimmen. Die Coordinaten 
seiner Endpuncte sind x, y, z resp. x-|-8x, y-|-8y, z-{-8z, 
seine Länge ist also bestimmt durch die Gleichung: 

1) P = 8x2 + 8y2-f-8z2 

Die Richtungscoss. desselben bezeichnen wir durch a^ 
ß, Y, d. h, wir setzen : 



F 
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Im Zeitelement dt ändern sich die Coordinaten seiner 
Endpuncte; die Coordinaten x, j, z werden 

3) x-(-udt, j-\-vAiy z-j-wdt. 

Die Coordinaten x-|-8x, y-f~8y, z-{-8z werden nach 
I) und II): 

( x + 8x + d(x-f-8x) = x + 8x + (u + 8u)dt 
^^ y+8y + d(y + 8y) = y + 8y + (v + 8v)dt 
[ z -|- 8z -j- d (z-|-8z) = z -[- 8z -f- (w-f-8w)dt 

Die Länge 1 -|- d 1 des Radiusvectors bestimmt sich nach 
1) aus: 

5) Idl = 8xd8x+8yd8y + 8zd8z. 

Nun ist aber nach (4) 

d8x = 8udt 

d8y = 8vdt 

d8z = 8 wdt 

Setzt man diese Werthe ein in Gleichung 5), so ergibt 

sich : 

1dl = [8x8u +'8y 8v + 8z8w] dt 

nach II) ldl = S8x('?-8x + |^8y+|!?8z) + 8y('|^8x 

+ |Z8y + |^8z) + 8zf|^8x + ^,^8y+|^8z)(dt 
' 8y -^ ' 9z / ' Vöx ^9y -^ ' 9z J) 

Dividirt man diese Gleichung mit dt und ordnet nach 
Potenzen von 8x, 8y, 8z, so erhält man: 

Dividirt man diese Gleichung mit P und führt die Coss. 
OL, ß, Y ein, so ergibt sich: 
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'' Idt 8x ^By*^ '8z' 

1 /9v , 8w\„ , /8w . 8u\ . /8u . 8v\ „ 

Diese Grösse, welche das Verhältniss der Verlänge- 
rung des Radiusvectors zu seiner Länge angibt, nennt man 
die ^Dilatation* desselben. Ohne vorerst näher auf die 
Folgerungen aus Gl. III einzugehen, sei hier bemerkt, dass 
die Dilatation wesentlich abhängt von der Richtung des 
Radiusvectors, was wir auch beim zweiten Theil der rela- 
tiven Bewegung, der Drehung des Radiusvectors bemerken 
werden. 



2) Die Rotation. 

Bezeichnen wir mit ai, ßi, Yi die neuen Richtungscoss. 
des Linienelementes nach der Zeit dt, so erhalten wir ihre 
Werthe nach den Gleichungen 3) und 4) 

8x -|- 5udt 5y ~l~ Svdt 8z -]- Swdt 

^^ "'-~~r+"di~' P'— i + di ' f' — n"qrdr- 

Die neue Lage des Linienelementes bildet mit der ur- 
sprünglichen Lage desselben einen Winkel edt, dessen Pro- 
jectionen auf die Coordinatenebenen yz, zx, xy der Reihe 
nach ^dt, tdt, xdt sein mögen. 

Nun ist, wenn aj, ßa, 72 die Coss. einer auf a, ß, y ^ind 
^1} ßi; Ti senkrechten Richtung bedeuten (da edt, ^dt, idt, 
xdt)F unendlich klein sinA • 

edtaa = ^dt 
sdtßa = tdt 
edtY2 = ^dt 
aber es ist auch 
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edtaa.^ ßiY — Yiß 

sdtßa = Ti« — «iT 
edtfa = ai ß — ßitt. 



Damach ist: 



8) t dt = 7i a — ai Y 

X dt = ai ß — ßi a. 

Führt man hierin die Werthe von a, ß, Y; *i; ßi; Ti *^^8 
den Gleichungen 7) u. 2) ein, so ergibt sich: 

(8y + 8vdt)§z (8z + 8wdt) 8y 



^dt— (i^^i) 1 i^dl . 1 



oder: 



ebenso : 



8v8z — 8w8y 

8w6x — 8u8z 

' - (i+di)i 

8u8y — 8v8x 

'' = — (1 +-di)i- 

Vernachlässigt man im Nenner die Grösse dritter Ord- 
nnüg 1dl gegen die Grösse zweiter Ordnung, so tritt an 
Stelle von (l-|-dl)l das Quadrat 1* und man erhält: 

8v8z — 6w8y 

8w8x — 8u8z 



1 



2 



8u8y — SvSx 

^- [2 

Setzt man hierin die Werthe von 8 u, 8 v, 8 w aus den 
Gleichungen II ein und für -r-, -y-, -y- a, resp. ß, y, so 
erhält man: 



^ 
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- =Cr:'+^?+S'>-(:->+:7^+i^')' 

-ö-dt, tdt, xdt siird die Projectionen des sdt auf die 
Coordinatenebenen^ daher sind ^^ t, x die Componenten 
der Winkelgeschwindigkeiten des Radius -Vector» 

Multiplicirt man die erste der Gleichungen IV mit gl, 
die zweite mit ß^ die dritte mit 7 und addirt^ so erhält man: 

IV.) a» + ßt + YX = o. 

Diese Gleichungen IV und IVa gestalten eine Trans- 
formation, die von wesentlichem Interesse ist, da sie uns 
gestatten wird, über die Art, wie diese Winkelgeschwindig- 
keiten sich vertheilen, Schlüsse zu ziehen. 

Die letzte der Gleichungen IV lässt sich schreiben: 

Nach Gleichung IVa ist aber: 

Y*x = — af* — ß^t. 

Setzt man diesen Werth von 7*x in die obige Glei- 
chung ein, so ergibt sich: 

a\ I *^ /r. X /9u , 9u^ , 8u \« 

a (a X - T *) + ß ( ß X - Y = (9^ a + ö^ ß + 9^ T^ ß 

/8v , 8v- , öv \ 
. -(8x" + 8yP + 8^zV« 

und hieraus erhält man: 
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ebenso erhält man aus den übrigen Gleichungen IV: 

/9w . , 9w I nvQ I 9w \ 

H^ä^-'^^ + ^ä^ + ^^P + ä^V 

/9u , ,9u NO I /9u I N \ 

Aus diesen drei Gleichungen folgt unmittelbar die 
Gleichheit der Verhältnisse: 

9u I /9u NO I /9u I N 

a 

_ j9-x + ")^ + 9-yß + (9-z-^)'^ 

ß 

^9x ^ ' ^9y ' ^*^ ' 9z * 



T 

Setzt man den Werth dieses Verhältnisses = A, so 
erhält man: 

9u I /9u NO I /9^ I \ A 

9x ' ^9y ^*^ ' ^9z ' ^* 

.9w . I .9w , «.xo , 9w . 
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Damit diese in a^ ß, y linearen und homogenen Glei- 
chungen bestehen, ist es nöthig, dass die Determinante ver- 
schwindet 

A Öu 
- A - — 
dy 



VI) 



9u 
9x 
8v 
9x 

9w 
8x 



X 



9u , 

8^ + ' 



+ x 



8y ' 



8z 



Öw 

9^ 



— A 



Für ein bestimmtes Werthsystem ^, t, x erhält man 
hieraus drei Werthe A und aus diesen drei Werthen A drei 
entsprechende Werthsysteme a, ß, y, welche den Gleichungen 
V) genügen ^*). 

Umgekehrt können die Gleichungen V) auch zur Berech- 
nung von *, i, X dienen, wenn a, ß, t gegeben sind: denn 
A lässt sich einfach ausdrücken. Multiplicirt man die erste 
Gleichung V) mit a, die zweite mit ß, die dritte mit 7 und 
addirt; so entsteht: 



9u 



9v 



9w 



9x ' 9y^ "^ 9z 



2 



, ,9v , 9w. - , ,9w , 9u. , /9u , 9v. . 



^9z 



Also nach Gleichung III: 
9) A = 



Idt 
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) cf. Beltrami 1. c. 



§ 2. Die Dilatation. 

In § 1; Gleichung III, haben wir die Gleichung der 
Dilatation eines Linienelementes , ^die lineare Dilatation* ; 
und aus dieser Gleichung haben wir nun Folgerungen über 
die Dilatation des Volumelementes zu ziehen. 

Zur Discussion der Gleichung III benützt man am besten 
die ihr äquivalente Gleichung 6) des § 1: 

8x, 8j, 8 z können wir betrachten als die veränder- 
lichen Coordinaten eines Punctes P, bezogen auf eine unse- 
rem ersten Coordinatensystem paralleles System, dessen 
Mittelpunct der Punct x, y, z ist. 

Alle Puncte P nun, deren Coordinaten der Gleichung 
gentigen, 

= const., 
welche also auf einer Fläche zweiten Grades liegen, be- 
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stimmen zusammen mit x, j, z Linienelemente, deren Dila- 
tation so beschaffen ist, dass: 

1 ^Ti = const. 
dl 

- , ^^. dl const. 

d. t.: 11) ^ = -j— 

mit Worten: die Veränderung ihrer Länge ist proportional 
der Zeit und umgekehrt proportional der Länge. Da nun 
die Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung ihre Maxima 
und Minima in den Hauptachsen erreichen, so erreicht also 
auch die Dilatation der Eadienvectoren ihre Minima resp. 
Maxima in den Hauptachsen der obigen Fläche zweiter 
Ordnung 10). 

Sind cf.1 ßi Yi, ttj % Y2; «a ßs Ts die Richtungjcoss. der 
Hauptachsen dieser Fläche, und bezeichnet man mit a,, ßj, 
Yi die Eichtungscoss. irgend einer derselben, so sind diese 
bestimmt durch die Gleichungen: 

8u , 1 /Öu , 8v\^ , 1 /9u , 9w\ 

8^«* + -2-W + 8^)P^ + t(8z + 8^>^ = '^^^ 

1 /9w , 9u\ , 1 /9w , 9v\. , 9v 

WO (Ji aus der folgenden Determinante zu berechnen ist. 
9u 



13) 



9x ^ TVeiy ' 9x/ 2 \9z ' 9x/ 

_l^/9v , 9u\ 9v _ J_/^ I ^^ 

2'V9i ' 9z/ 9y ^ 2 Uz"*" 9y/ 

9w 
9y/ V9y '9 z/ "9^ 



2\9x^9y/ V9y ' 9z/ ^" ^ 



Die Fläche 10) ist ein EUipsoid oder ein Hyperboloid, 
je nachdem die stets reellen Wurzeln der Gleichung 13) 
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Alle dasselbe Vorzeichen haben oder nicht. Für den Fall 
der incompressiblen Flüssigkeit läset sich nachweisen ^ dass 
die Fläche 10) stets ein Hyperboloid ist. 

Die Dilatationen längs der Achsen sind nach lU): 



lädt 8x ' ' öy*^ ' dz 
, /8v , 8w\- . /dw . 8u\ /du , dT\ 

Ut-dx"' +8yP' +8z^' 

I /9y 9w\- , /8w , 8u\ , /8u , 8v\ . 

+ (8z-87)P''f'+(8i + 8-^>»"'+(87 + äi)"'P' 
Addirt man diese drei Gleichungen und bemerkt^ dass: 

Oi^' + a,» + «s* = 1 
ßi^ + ß2* + ßs* = 1 
Ti* + T«^ + Ta' = 1 

ßiTi + ß2T2 + ß3T8 = 
Tiai + T2a2 + T3a8 = 

«ißi + ötaßa + «aßs = 

^o erhält man: 

dl^ , dla I _dl8^ _ Ö>u , Öy , 8w 
lidt "*" ladt "^ ladt ~8x ' ay"*" Öz 

ako 14) _L.dUl» = ^" + Ö-Z + ^ 
^^^ ^^^ Klala dt 8x^8y^8z 

Aber — —^ • , , , ist die Dilatation des Volumelemen- 
dt I1I2I3 

tes T = li Ij Is. Darnach ist also die ^räumliche Dilatation*' 

J^ dt _ 9u ■ 9v , Öw 
T dt ~ 8x 'äy'' 9z* 
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Für incompressible Flüssigkeiten ist also 

8u ', 9v , 8w 
8x ~9y~ Öz 
Dies ist aber der Coefficient von (t* in Gleichung 13), es 
ist also die Summe der drei Wurzeln der Determinante 13) 
= o, d. h. dieselben können nicht alle dasselbe Vorzeichen 
haben und die Fläche zweiten Grades 10) ist ein Hyperboloid. 
Der Asjmptoten-Kegel dieses Hyperboloids hat die 
Gleichung : 

Für alle Mantellinien dieses Kegels ist 3- = o, d. h. 

1 = const. und man hat daher den Satz : j^in einer incom- 
pressiblen Flüssigkeit erfüllen für jeden Punct derjenigen 
RadienvectoreU; welche keine Dilatation erleiden, einen Ke- 
gel zweiter Ordnung, den Asymptotenkegel des Dilatations- 
Hyperboloids.* Die Achsen dieses Kegels zweiter Ordnung 
fallen also mit den Achsen der Fläche 10) zusammen ^') und 
wir nennen die Achsen dieser Fläche j,die Hauptdilatations- 
achsen*. Ist innerhalb des obigen Kegels die Dilatation 
positiv, so ist sie ausserhalb negativ und umgekehrt. Im 
ersten Falle erleiden also die Theile im Innern des Kegels 
Dehnungen, im äussern Räume Zusammenziehungen, im 
zweiten Falle gilt das umgekehrte. 
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) cf. Beltrami 1. c. 



§ 3. Die Rotation. 

Die Rotation eines Linienelements hängt wesentlich ab 
von den Richtungscoss. ; das gilt auch für die Bewegung 
eines festen Körpers^ aber in diesem Falle existirt eine 
momentane Rotationsachse für den gesammten Körper. Dies 
ist für das Flüssigkeitstheilchen nicht der Fall^ wie aus 
folgendem erhellt. 

Angenommen^ das Flüssigkeitstheilchen rotire mit einer 
Geschwindigkeit, deren Componenten x> ^7 ^ seien, so be- 
wirken diese in dem Endpunkte des. Radiusvectors 8x, 8y, 
dz folgende relative Geschwindigkeiten: 

8u' = tjiSz — ö>8y 

Sv' = (üSx — yi^Sz 

8w'= x^y — <p8x 
Daraus erhält man für die Rotationscomponenten '9'^, 
t', >t' des Radiusvectors mit Hilfe derselben Entwicklung wie 
in § 1 folgende Werthe: 

*'= (Xß — 1>a)ß — (ü>a — XT)t 
15) t' = ((^T - ü>ß)T — (Xß — i^a)a 
r/ = (ü>a — XT)a — (I^T — ö>ß)ß 
Sollte dem Flüssigkeitstheilchen eine bestimmte Rotation 
zugeschrieben werden können, so müssten die Gleichungen 



— 26 — 



IV) die Form der Gleichungen 15) haben^ dies ist aber im 
Allgemeinen nicht der Fall. Wir können also ohne weiteres 
nicht von der ^Rotationsgeschwindigkeit des Theilchens* 
reden ; und haben zunächst die Rotationsgeschwindigkeiten 
seiner Radienvectoren näher zu betrachten. 

Dabei erheben sich zwei wichtige Fragen, erstens: gibt 
es Linienelemente, die keinerlei Drehung erfahren? und zwei- 
tens : welches sind die Rotationsgeschwindigkeitscomponenten 
der Hauptachsen der Dilatation? 

Zur Beantwortung beider Fragen benützt man am besten 
die Gleichungen V) und VI). 

Setzen wir in diesen Gleichungen * = o, t =S3 o, x = o, 
so gehen dieselben über in: 

du , 9u ^ , 9u . 

9x ^ 9y*^ ' 9z * 

9v , ÖV-. , 9v .r, 

93^« + 9^P + 9^'^ = ^ß 

/ 8x ^87*^^ 8z^ ^ 



l 



8u 


• A 


8u 




8u 


8x 


8y 




8z 


8v 
8x 




8v 
87 


A 


8v 
dz 


8w 




8w 




8w 


8x 




ÖT 




dz 



— A 



Es gibt also im Allgemeinen drei Radienvectoren voq 
einem Puncto aus, welche bei der Bewegung während der 
Zeit dt einander parallel bleiben und diese Linienelemente 
stehen schief zu einander. Im Falle des Geschwindigkeits- 
potentials y gehen diese Gleichungen über in: 
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-^-=-ß 4--^^Y = Aa 



^ ? ._ 



9x9y ^ 9y2 P^ 9z9y ' ^ 



17) 



9»<p 
9x9z 

9gy 
9x2 - 

9^9 
9^7 

9»<p 
9x9¥ 



a -f- 



*■» p+^t 



9y9z 
_9^(p_ 
9y9x 
9^9 

92y 
9y9z 



9^9 



At 



— A 



92y 
9z9x 

92y 
9z9y 



9«<p 



9z 



2 



— A 







Da die letzte Determinante symmetrisch ist, so stehen 
die drei nicht drehenden Linienelemente senkrecht auf ein- 
ander und überdies sind die Gleichungen 17) identisch mit 
den Gleichungen 12) und 13) zur Bestimmung der Haupt* 
achsen der Dilatation. Darnach bleiben bei Potentialbe- 
wegung die Dilatationsachsen parallel ^*). 

Sollen die ßotationsgeschwindigkeiten der Dilatations- 
achsen für den allgemeinen Fall bestimmt werden, so muss 
man ^, t, % so annehmen, dass die Gleichungen 12) und 13) 
identisch werden mit den Gleichungen V) und VI). Dies 
geschieht, indem man setzt: 

9v . 1 /9w . 9v\ 9w 



9z 
9w 
9x 
9u 



9y 



2 V9y '^9z/ 9y ^ 
2V9z^9x/ 9z ^ 
''~TV9x"'"M ~9x + '' 



also: 



") cf. Helmholtz, Grelles, J., Bd. 55. pag. 30. Bertrand, Compt. 
rend. 1868. I. pag. 1229. 
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2 V8z 8y/ 

^~ 2 V9y — 8i/ 

Diese Gomponenten der Rotation der Dilatationsachsen 
sind dieselben, welche Herr Helmholtz 1. c. dem ganzen 
Molekül zuschreibt. Nach dem bisherigen haben aber nur 
die Hauptachsen der Dilatation in Wirklichkeit diese Ge- 
schwindigkeiten. Der scheinbare Widerspruch zwischen bei- 
den Resultaten löst sich, wenn statt der linearen Dilatation 
die räumliche Dilatation eingeführt wird. Dann zerfallen 
die Rotationscomponenten (IV) ^, i, x in zwei Theile ^i, tj, 
Kl, d-j, ta, Xa, deren erster von der räumlichen Dilatation, 
deren zweiter von den Geschwindigkeiten 18) herrührt. 

Die von der räumlichen Dilatation herrührenden Ge- 
schwindigkeitscomponenten sind folgende: 

^^' = t(9z + 9i;^^ + (e-y + 8^^^+ 8i ^' 

Diese relativen Geschwindigkeitscomponenten bedingen 
Rotationscomponenten des Radiusvectors Sx, Sy, Sz (a, ß, y), 
welche sich genau und ebenso wie die Gleichungen IV er- 
geben : 



19) 
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( 1 /du , 6w\ 1 /9v 9w\ 9w , 

(Öu , 1 /du , 6v\ 1 /du . 8w\ ( 

(9u . l/8u . 8v\- . 1 /du . 9w\ I- 

( 1 /du . 8v\ , dv - , 1 /dv . dw\ 1 

-iT(d7+d-^)»+d^p + T(8^+d7>r 

Die Rotationscomponenten des Elementes a., ß, f, welche 
von den Grössen 18) herrühren dj, tj, Xj erhalten wir, 
indem wir in den Gleichungen 15) für x> "l*» ** setzen: 
1 /9v 8w\ J^ /dw _ du\ 1 /du dv\ 

T Id^ ~ d^/ ""^^P" "2 väl "" dij' 2 Vd^ d^/ 

. /l /9u 8v, 1 .dv dwA 

, /i ,dv dw.Q 1 ,dw du. \. 

+ U<d-^--d7)P-'f-2-(d^-8^)")P 
oAN /l /^^ 9^^o 1 /9w du, \ 

20) '« = -(y(ä^-9y)ß-2-(-ä^-9-)«> 

^V2 ^dx dz^^ 2 "^dj dx^v' 
/l ,dw du, 1 ,du dv,„\. 

, /l ,8u dv, 1 ,8u 8w. \ 

+ (.2"^8^~"8i)"~T(8^-8y) V" 
Addirt man die entsprechenden Werthe -fti und "ftg; ^i ^ind 
i]^ %i und %2 AUS Gleichung 19) und 20)^ so erhält man nach 
den Gleichungen IV: 

/ * = *, + *, 
21) I t = ti + t2 

\ X — ^ Xj ""p* X(2 

woraus also erhellt; dass durch Zerlegung der allgemeinen 
relativen Bewegung in eine Bewegung der räumlichen Dila- 



— 30 — 

tation und der reinen Rotation dasselbe Resultat erhalten 
wird, wie durch Zerlegung der Bewegung in lineare Dila- 
tation und Rotation. Die Berechtigung der letzteren Be- 
trachtungsweise scheint mir dadurch besonders sich zu be- 
gründen, dass sie den Widerspruch löst, welcher sich in der 
ersten Auffassung aus der theilweisen Aufhebung der von 
der Dilatation herrührenden Rotation durch die nachfolgende 
reine Rotation ergibt. 

Ueberdies kommt man auch von der hier durchge- 
führten Betrachtungsweise auf die Helmholtz'schen Com- 
ponenten, wenn man den Mittelwerth der Componenten d-, 
t, X bestimmt, in folgender Weise. Ich denke mir dem 
Flüssigkeitsth^ilchen eine gleichmässige Rotation ertheilt, 
deren Componenten B, I, K seien. Dann liefern diese Grös- 
sen für den Radiusvector a, ß, y folgende Rotationscom- 
ponenten : 

*i = (Oy — Ka) 7 — (la — Oß) ß 

22) ti =(Ia — eß)a — (Kß — Iy)t 

xi =(Kß — lY)ß — (Oy— Ka)a 

Denkt man sich nun um den Punct x, y, z eine Kugel 
mit dem Radius 1 beschrieben und in jedem Punct derselben 
mit den Coord. a, ß, y ^ine Massenbelegung mit der Dichtig- 
keit d" resp. •& ^, so erhalten wir zwei Masseubelegungen der 
Kugel, welche, wenn I K mittlere Werthe aus *, t, x be- 
zeichnen sollen, gleiche Massen auf beiden Kugeln ergeben 
müssen. Ist df ein Oberflächenelement der Kugel, so muss 
also sein: 



23) Jhd{ = ß 



Mf 



wo beide Integrale über die ganze Kugel auszudehnen 
sind. Führt man die Werthe für d*^ resp. ^ ein, so er- 
gibt sich: 
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24) I'm [678 — Kay — laß + 6 ß«] = 

f8x *~8y*^* ' 9z* 9x ^ 9y *^ 9z^*/ 

9v 
Da 0, K, I, — u. 8. w. für die Kugel constant sind, 

Bo sind folgende Integrale auszuwerthen : 

yßMf , /rMf 

/ßYdf l\aM /aßdf 

Um dies zu leisten, führt man folgende Transformation 

ein : 

a = cos 0) 

ß = sin 0) coa 
Y = sin 0) sin o 
Dann werden die ersten beiden Integrale: 

r<2lt 



/» /«Kit /»1t 

ß^df = /aa /da> sin o) (sin a> cos 0) 



2 



o 

2ir 



/» t ClK /»IT 

Y*df = /da /dw sin a> (sin w sin 0)* 



o 
Nun ist: 

,2« ^2« 



/do cos* o = TT ebenso /da sin* a = tc 
o o 

/dw sin 0) sin* a> = /dw sin a> (1 — co8*(ü) 




"" 3 



also ist: 

25) ß^dii = ß^dif^^n 
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Die drei letzten Integrale werden: 

•2ic /«IC 



ß^df = /da /da> sin a> . sin a> cos o . sin a> sin o 



o 



aber: 



1 /»2ic /»IC 

= "2" /do cos 2o / sin* <o dco 



y-2« 

/do cos 2o = 


und /sin^ a>da> ist endlich; daher ist 



o 



/ßYdf =0 
ferner ist 

Yadf = /do sin /dw sin a> cos a> 



o 



aßdf = /do cos /dco su 



.2« 

sm (o cos a> 




= 
also ist 



25.) ZßYdf = /Yadf=/aßdf=o 
ebenso ist: 

a^df = /do /dcD sin a> . cos a> sin 

= o 
und daher folgt aus: 

yVdf = /*df 



J 
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4 ^ _ 4 /8v 8w\ 

2 Vaz 8y/ 
VII) ebenso: _ 1 /9w _ 9u\ 

2 VOy 9x/ 

Diese mittleren Werthe der Rotationsgeschwindigkeiten 
sind also identisch mit den Rotationsgeschwindigkeiten der 
Hauptdilatationsachsen (Gleichung 18) und den Helmholtzi- 
schen Rotationscomponenten i, 7], C. Der Mittelwerth der 
Rotationen ist null, wenn die Bewegung eine Potentialbewe- 
gung ist. Damach kann man also die Potentialbewegung 
eine irrotatorische, die allgemeine Flüssigkeitsbewegung eine 
rotatorische nennen. 

Dabei wird aber eine Art der Flüssigkeitsbewegung 
übergangen, diejenige nemlich, für welche die lineare Dila- 
tation = o ist; in diesem Falle bewegt sich die Flüssigkeit 
wie ein fester Körper; die Bewegung besteht dann aus 
Translation und reiner Rotation. Die Geschwindigkeiten 
müssen in diesem Falle folgende Gleichungen erfüllen: 

26) -- = ;^ - = o — — = o 
^ 9x 9y 9z 

9v 9w _ 9w 9u _ 9u , 9v _ 

Ö'z "*" 97 ~ ^ 9x "*" 9^ ~ ^ 9y "^ 9x ~ ^ 

welche erfüllt sein müssen, wenn in der Gleichung 6) für 

jedes Sx, Sy, Szj- = o sein soll. 

Umgekehrt können wir aber auch einen festen Körper 
als eine Flüssigkeit ansehen, ohne lineare Dilatation, so dass 
wir also die Gleichungen der Bewegung eines festen Körpers 

aus den hydrodynamischen Gleichungen ableiten können. 

3 



§ 4. üeber die Gombinatioii reinrotatorisclier Be- 
wegung mit Potentialbewegang. 

Nach dem Bisherigen haben wir drei Gattungen der 
Bewegung eines stetigen Systems: 1) die rein rotatorische 
Bewegung (Bewegung eines starren Systems); 2) die rein 
diktatorische Bewegung (Potentialbewegung), 3) die allge- 
meinste Bewegung; bei der sowohl Drehung als Dilatation 
stattfindet. Die Combination der ersten und zweiten Gat- 
tung wird eine Art der dritten Gattung ergeben, deren 
Gleichungen nun aufgestellt werden sollen. 

Bezeichnet man mit Ui; Vi, Wi die Geschwindigkeiten 
einer Bewegung erster Gattung, so haben dieselben die 
Gleichungen 26) zu erfüllen: 

8ui _ _^ _ ^1 _ 

26) 9i"~^"97~^"9^~^ 

8vi , 8wi 8wi , 9ui 9u, , 8vi 

— - -J = o h - — = = o 

8z ^ 9y dx ~ 9z 9y ^ 9z 

Dadurch wird 

9ui ,9^1 

^"^=9y^y+9z^^ 

9v, 9 Vi 

^^^ = 9x^^+ 9z ^" 

' 9x ' 9y -^ 
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Führen wir nun die Rotationsgesckwindigkeiten 

dz dy 8x dz ^ dj 9x 

ein, Bo gehen mit Hilfe der Gleichungen 26) die obigen 
Gleichungen über in: 

dui = Cdy — Yjdz 
27) dvi = Sdz — Cdx 

dwi = 7]dx — Sdy 

Die DiflFerentiale der Geschwindigkeitscomponenten bei 
der Existenz eines Geschwindigkeitspotentials f sind: 



9x2 I 9x8y -^ ' 8x9z 
9y9x ' 9y* ^ ~ 9y9z 

^''^~9z9x'*''+ 9z9y^^+ 9z« ^"^ 

Die beiden durch die Gleichimgen 27) und 28) defi- 
nirten Bewegungen sollen nun zusammen eine hydrodyna- 
mische Bewegung mit den Componenten u^ v, w ergeben. 
Es soll also sein: 

92® 8«» 98» 

d« = du,+ d«. = -^dx+g-^dy+9^dz 

— ifjdz + Cdy 

92» 92» 9«» 

28) l dv = dv, + dv, = --^- dx + --^dy + äyi^d- 

— Cdx + Sdz 

92© 92» 92» 

(iw= dw.^+ <iw,= _ J dx -[- _ 7 dy + -^— ^dz 
' 9z9x ' 9z9y -^ 9z* 

— Sdy + ifjdx 

Wenn aber u, v, w die Geschwindigkeiten eines stetigen 
Systems darstellen^ so ist: 



L. 
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, 8u 9u 8ii 

, 9w , , 8w , , 9w , 

dw= ^— ax + - dy + ^ dz 
9x ' 9y -^ ' 9z 

Sollen sich mm die beiden Systeme 28), 29) vollständig 
decken, so müssen die Coefficienten von dx resp. dy, dz 
in beiden Gleichungen identisch sein; daran« folgt: 

9u _ 9*y 9u _ 9^y 9u _ 9^9 

9x" "~ "9"x2 ' ~dy ~ 9x9y "*" ' "9z" "~ 9x9z "" ^ 

9v _ 9^<p _ 9v _ 9^y _?Z — ^1^ a t 

~^ ~ 9y9x "~ ~97 ~ ~^^' "9^ "~ 9y9z "^ ^ 

9w _ 9*9 9w _ 9»y 9w _ 9»y 

"97" ~ 9z9x "^ "^^ "97 ~ 9z9y ~ ö'z' ~ Tz*" 

Diese Gleichungen liefern sofort folgende 

, . 9u _ 9«^ 9v_92^ 9w __ 9*<p 
' 9x "~ 9x*' 97 ~ 9y2' 9z ~ 9z« 

9*y _ 9^ 9w 
9y9z ~ 97 "^ "9y 

^ j 9z9x 9x ■" 9z 

30) (' 2-^^ = ^" +^^- 

^ ' ^ 9x9y 9y ^ 9z 

9v _9w 
9z 9y 

^ ^ 9x 9z 

_ 9" _ 8v 
9y 9x 

Aus den Gleichungen 30) 1) folgt durch Integration: 
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w = 9-| + a(x,y) 

Setzt man diese Werthe u, v, w ein in die Gleichungen 
30), so folgen die weiteren Gleichungen: 



32) 



33) 



2« !' 

9z 


9o 
"9y 




9(1 

"9z 


2C l^ 
9y 


9v 
9x 


9v 9o 

9z ' 9y ~~ 





9o 9(1 
9x "^ 9z 


: 


9|JL 9v 

9y "^ 9x ■" 






Die Gleichungen 32) und 33) sind identisch mit der 
Gleichung 26), wenn wir an Stelle von (i, v, o resp. u, v, w 
setzen; es sind also (i, v, o die Geschwindigkeiten eines 
starren Systems. Um sie zu bestimmen, verfahren wir 
folgendermassen. 

Es sei Xq, yo, Zq ein Punct, in dessen Umgebung die 
du, dv, dw die Form der Gleichungen 28) haben, dann 
kann man nach der Voraussetzung, die zu Anfang der vor- 
liegenden Entwicklungen gemacht wurde, die Grössen 

9v (z, x) 9o (x, y) , - m i , i r , 

— — , — -^-^-^^ nach dem iaylor sehen Lehrsatze ent- 

9z 9y "^ 

wickeln und erhält so: 
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8v(z,x )_ 8v(z,x) , ,_ 8»v(z,x) d ^v (z,x) 

~dl" 8^;^ + ^^~^"'' 9z,' + ^''"''•^ 8z, 87. 

I • • • • 

8a^y)_8<j(x,y) , 8»q(x,y) 8'q(x,y) 

I • • • • 

Soll die Summe dieser beiden GröBsen flir jeden Werth 
von X, y, z in der Nähe von x«, jo, Zo verschwinden, so 
müssen die Coefficienten von (x — Xq), (y — yo), (z — Zo) in der 
obigen Summe verschwinden. Da nun der erste Theil keine y, 

der zweite Theil keine z enthält, so sind — ~-^-^, — ^ ^ 

' 9z ' 8y 

Funktionen von x allein, und wir haben, wenn wir 
setzen, nach den Gleichungen 33) 

Integrirt man, so ergibt sich: 

34) V = f (x) z + c (x) 

^ a=:-f(x)y + c'(x) 

Ebenso liefern die andern Gleichungen 33): 

35) o = f, (y) X 4- c, (y) 

ft=_f,(y)z + c/(y) 

gg-j 1^ = fa (z) y + Cj (z) 

^ V = — f,(z)x + c/(z) 

WO die c Funktion von x resp. y, resp. z sind. 

Vergleicht man in den Gleichungen 35) und 36) die 
Werthe von (i, so sieht man nach 35), dass jt vom ersten 
Grade in z, und nach 36), dass es vom ersten Grade in y 
sein muss, dass man also folgenden Ausdruck für (i hat: 
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jt = exy 4- fy -f- gz -(- h 

37) und ebenso v = Sixy -j- ^ij "I" 8i^ "1" ^^i 

o = caxy + faX + g^y + ha 

von 6, f, g, h u. 8. w. Grössen sind, welche nur von der 
Zeit t, nicht aber von den Coordinaten x, y, z abhängen. 

Setzt man diese Werthe ein in die Gleichungen 33), 
so erhält man folgende Beziehungen zwischen den Coeffi- 
cienten e, f, g, Ci, f„ gi, Cj, f^, ga : 

Ol = — Ca fi = — ga 

e2= — e « f2 = — g 

e = — e, f = — g, 

Darnach ist 

e = Ci = Ca == o 

Setzt man nun noch 

f l = — g2 = W 

38) f, = _g=x 

f = — 1^1 = ^ 

so erhält man 

(^ = *y — Z^ + h 

39) V = Tuz — ^x + hl 

O = XX — ^y + ha 
wo die w, X> 4> und h nur von t abhängen. 

Aus den Gleichungen 32) folgt: 

« = s 

40) X = >] 

Damach erhalten wir, wenn wir das von der Bewegung 
erster Art herrührende Potential h x -|- h, y -|- ha z dem 
Potential rp hinzugefügt denken: 
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^ = ei + ^y - ^^ 

V = -^ + Sz — Cx 

w= ^-^ + 7]x — Cy 

Setzt sich somit die Bewegung einer Flüssigkeit zu- 
sammen aus Potentialbewegung und reiner Rotation, so 
rotirt dieselbe wie ein fester Körper, wenn wir unter Ro- 
tation die mittlere Rotation (Helmholtzische Rotation) ver- 
stehen. In einem solchen Falle «existirt also für die Flüssig- 
keit eine momentane Rotationsachse, die wir Wirbelachse 
nennen können. Die Wirbellinien, welche durch die Glei- 

chungen -r = = ^ definirt sind, sind alle geradlinig 

und einander parallel. 

Setzt man in den Gleichungen 41) 

(p = hx -|-h,y + '^2^:, 
so stellen die Gleichungen die Bewegung eines festen Körpers 

dar, welche sich also unter die von Herrn Helmholtz 
so genannten Wirbelbewegungen subsumirt, wesshalb auch 
Thomson die in einer Flüssigkeit sich bewegenden festen 
Körper in den Bereich der ^vortices* zieht. Ein wesentlicher 
Unterschied ist jedoch zwischen den von Herrn Helmholtz 
betrachteten Wirbelfäden und dem in der Flüssigkeit be- 
wegten festen Körper dadurch constituirt, dass im ersten 
Falle die Wirbelfaden entweder in sich zurücklaufen oder 
bis an die Grenze der Flüssigkeit sich erstrecken, während 
sie im zweiten Falle in der Oberfläche des festen Körpers, 
d. h. in der Flüssigkeit selbst enden; wesshalb die Ober- 
fläche des festen Körpers eine Unstetigkeitsfläche der u, v, 
w ist. Daher lassen sich auch die Helmholtzischen Inte- 






J 
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grale der Wirbelbewegungen, welche wesentlich auf der 
Voraussetzung geschlossener Wirbelfaden beruhen, nicht auf 
den Fall der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüß- 
sigkeit anwenden. 

Den Beweis für die obige Behauptung, dass die Helm- 
holtzischen Integrale wesentlich auf der Voraussetzung ge- 
schlossener Wirbelfaden beruhen, kann man folgendermassen 
fuhren. 

Unter der Voraussetzung, dass S, 7], C gegeben sind, 
sind seine Integrale folgende: 

8P , 8N ÖM 

9x ^ 9y 8z 

_ 8P . 8L 8N 

^ ~ 8y '8z 8x 

8P , 8M 8L 



8z ' 8x 8y 



wo 



Sada db de 



^ = - Uff- 

» = - r. fff^^^^ 



zda db de 



wo r = y/ (x — a)* -(- (y — ^Y'^' (2 — c)' und die Integrale 
L, M, N über den von Wirbelfaden erfüllten Raum, und 
das Integral P über den äusseren Baum auszudehnen sind. 

Indem man diese Integrale in die Gleichungen für 
u, V, w einführt und aus ihnen nun wieder S, iQ, C ableitet, 
erhält man: 



L 



